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RESUMEN

En el presente articulo se propone un indice de desigualdad de ingresos basado en el concepto de
ingreso relativo de los receptores y se realizan simulaciones bajo las distribuciones de Pareto, log
normal y log logistica para su calculo. La propuesta es novedosa en la literatura econémica dado
que, el indice esta referenciado en medidas estadisticas descriptivas y a la vez esta fundamentado en
un marco de la teoria del bienestar social. La fundamentacién analitica del indice permite interpretar
el ratio media geométrica - media aritmética como una expresion de la relacioén bienestar efectivo —
bienestar maximo. El indice propuesto incumple algunas de las propiedades deseables, sin embargo,
es una medida de la desigualdad basada en estadisticos descriptivos que posee un marco normativo:
la funcién de bienestar de Nash. Ademas, complementa la formulacion de un indice de Atkinson de
aversion a la desigualdad igual a uno. El indice presenta un buen performance en las simulaciones,
presentando una alta correlacion con el indice de Gini.

PALABRAS CLAVE: Bienestar social, criterio de Nash, desigualdad distributiva, indice de
desigualdad, ingreso relativo.

ABSTRACT

In this article, an income inequality index is proposed based on the concept of relative income of the
recipients, and simulations are carried out under the Pareto, log normal and log logistic distributions
for its calculation. The proposal is novel in the economic literature since the index is referenced in
descriptive statistical measures and at the same time is based on a framework of social welfare theory.
The analytical basis of the index allows interpreting the geometric mean ratio - arithmetic mean as
an expression of the effective well-being - maximum well-being relationship. The proposed index
does not meet some of the desirable properties; however, it is a measure of inequality based on
descriptive statistics that has a normative framework: the Nash welfare function. In addition, it
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complements the formulation of an Atkinson index of inequality aversion equal to one. The index
presents a good performance in the simulations, presenting a high correlation with the Gini index.

KEYWORDS: Social welfare, Nash criterion, distributive inequality, inequality index, relative
income.

INTRODUCCION

Existen diversas clases de indices que miden la desigualdad econdémica de los ingresos. Una
clasificacion general tipifica algunas de estas mediciones como medidas positivas y otras como
medidas normativas. Las primeras basadas unicamente en medidas estadisticas mientras que las
segundas estan fundamentadas en el marco informacional de alguna funcién de bienestar social
(Villar, 2017). También, los indices se pueden clasificar segun el enfoque de la dimension o del
indicador, manteniendo constante estos o no (Subramanian, 2004). Entre todas las medidas, la de
mayor uso en el campo de la economia, especificamente en los campos de la economia del bienestar
y de la teoria del desarrollo econdémico, es el coeficiente de Gini. Sin embargo, este indice supone
una curva Lorenz, siendo entonces posible que para dos curvas de Lorenz diferentes podemos
obtener el mismo coeficiente de Gini (Medina, 2001).

El problema de la dominancia estocastica de una curva de Lorenz sobre otra, y su relacién con el
indice de Gini, motivo0 el inicio del presente trabajo, en el cual proponemos un indice fundamentado
en la teoria del bienestar social, especificamente en la funciéon de bienestar de Nash generalizada
(Nash, 1950).1 Si bien el fundamento es normativo, el indice propuesto se desarrolla sobre la base
de medidas estadisticas (enfoque positivo) superando asi esta dicotomia de la clasificacion de las
medidas de desigualdad. Realizaremos algunos calculos del indice basado en situaciones
distributivas simuladas, la primera con una distribucion de Pareto, la segunda segiin una distribucion
log normal y por ultimo con una distribucién log logistica. Asimismo, a lo largo de las simulaciones
compararemos la performance de los resultados del indice propuesto con los resultados del indice de
Gini. Finalmente, realizaremos una estimacién del indice para los departamentos del Peru, para el
periodo 2004 — 2017.

REVISION DE LA LITERATURA

En la literatura sobre indices de la desigualdad distributiva de ingresos o riquezas se encuentra la
relacion media geométrica — media aritmética Unicamente como un caso particular de la medida de
la desigualdad llamado indice de Atkinson, cuando el parametro € , que representa la aversion a la

desigualdad, es igual a uno, esto es € — 1 (Allison, 1978). Desde otro punto de vista, el estadistico
— matematico, la expresion de una medida de la desigualdad distributiva de ingresos, en términos de
la varianza logaritmica o de la varianza de los logaritmos, estas difieren en el caso de la primera, en
la utilizacion de la media aritmética, y en la segunda en el uso de la media geométrica de los ingresos
(Atuesta et al., 2018). El uso de la primera medida es mas comun, sin embargo, la segunda medida
seria una medida mas adecuada cuando se quiera estudiar el efecto de las transferencias de ingreso
sobre los cuartiles inferiores. Adicionalmente, el uso de los logaritmos tiende a disminuir la
desviacion destacando las diferencias en el extremo inferior de la distribucidon de ingresos,
dificultando su wuso como una medida del bienestar social, pues su expresion

H = [S7,(logu — log y)#/"]|"*
Foster, 1997).

Entonces, tanto la medida media aritmética — media geométrica que se deriva como un caso
especial del indice de Atkinson como la propuesta estadistica-matematica que recoge los efectos de
las transferencias, carecen del sustento de un marco tedrico normativo basado en una teoria del
bienestar social. No poseen una teoria del bienestar que fundamente el uso de ambas medidas
estadisticas para medir la desigualdad y que dé cuenta de la relacién entre desigualdad y bienestar
social. Por otro lado, en el marco de una teoria de la justicia distributiva, se encuentra una

ya no sera céncava para los niveles de ingreso mayores (Sen &
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evaluacion, por un lado, del sentimiento de justicia de los recursos individuales en relacién con la
poblacidn relevante; tratandose este aspecto como el logaritmo de la razén de la media geométrica
de la distribucién del bien a la media aritmética de la distribucién del bien de valor; mostrandose
una relacion entre este ratio como medida de la desigualdad y el sentido de justicia distributiva
(Jasso, 1980). Este planteamiento, si bien posee una teoria de la justicia subyacente, no existe una
teoria de bienestar social explicita.

Finalmente, Jasso (1982), en una propuesta mas acabada y posterior, propone la construccion de
una medida de la desigualdad basada en los dos estadisticos mencionados, sosteniendo que la
proporcion de cantidad que se siente injustamente mal recompensada es igual a la proporcion de una

cantidad de ingresos por debajo de la media, donde la justicia media viene dada por
el vg()dy

Justiciamedia =1— 8 gjendo Jxf()ax para y = log . Esto es, el ratio media aritmética —
media geométrica. Asi, se presenta la relacion justicia media = log desigualdad de ingresos, donde la
desigualdad distributiva de ingresos es medida por el ratio ingreso medio aritmética — ingreso medio
geométrico. Esta formulacion coincide con nuestra formulacién, sin embargo; nuevamente, no se
formula una relacidn explicita entre la desigualdad distributiva y el bienestar social.

MARCO ANALITICO

Se supondra una sociedad compuesta por un conjunto, J, de receptores de ingresos, donde
171 =1€ Ney 31 By ingreso de cada receptor i € 7 viene dado por Vi € R++ ¥ Una distribucién de
ingreso dada se denota por el vector ¥ = iy i ), donde el subindice no so6lo representa al receptor
sino ademas representa una indizacion de tal forma que Y1 < *** = Y1 E] espacio de distribucion de
ingresos se denota por el conjunto Y ERL, Luego, cada individuo miembro de la sociedad & € J
posee preferencias regulares representadas por una funcién de utilidad Wi Ryt — R, donde
u; >0 y u' <0 (Arrow, 1971). Entonces, para una distribucién dada, ¥ € R++ | el ingreso medio
aritmético viene dado por la funcién H = EDYER7 y la proporcion de ingreso del receptor i en

e -1y,
relacion a la renta total viene dada por el parametro 0i= WDy L,

La funcion de bienestar de Nash

El criterio de Nash generalizado (Maskin, 1976; Weymark, 2016), permite formular un funcional de
bienestar social bajo un marco informacional de representacion cardinal y de comparabilidad de
variaciones de utilidad. Formalmente,

I

Fluy, ) = | [0 =GP
1]

; _ ~
donde Zi=16i=1 y Y esel ingreso correspondiente a un estado social de statu quo.
Para efectos de la construccion de la medida de la desigualdad que se propone supondremos que
w () =0 para todo { € 7. Ademas, especificamente, la funcion de utilidad individual es bien

(y;) = vy .
comportada y de forma () =y , donde O < @i <15 Ademas, asumiremos que para todo

receptor ¢ €J ocurre % = K1y d; = KZ, siendo K7 y K2 constantes.|®! Luego, por simplicidad

— 71 ’ . ’ ,
suponemos que K7 K2=1"_Asi la funcional especifica a desarrollar sera:
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1
I T

F(uy, ..., up) = | |yi =v
i=1 2]
donde v es el ingreso medio geométrico.
En consecuencia, para una distribuciéon de ingresos dada ¥ el bienestar efectivo, segin la
ecuacion [2] vendria dado por la media geométrica W Tenemos asi, una medida estadistica

descriptiva que no sélo seria una aproximacion del bienestar efectivo sino que ademas es una medida
monetaria del bienestar.

En cuanto al bienestar social maximo, se considerara que para la sociedad de I receptores con un

. . 0 . ., . .. . . *
ingreso total igual a Y" 1a distribucién de ingreso que maximiza el bienestar social es ¥ , donde
esta distribuciodn es el resultado de resolver el problema siguiente,

s.a yi—Y2=0
Z [3]

de este programa se obtiene una asignacion de ingresos igualitaria. Esto es, un resultado
socialmente 6ptimo donde Y1 = * = Y1 [l Por tanto, la distribucion de ingresos que maximiza el
bienestar social sera ¥~ = (B 1) | Asi, el maximo bienestar social estara asociado con la medida
estadistica de la media aritmética:
Fnax = 1 [4]

Y nuevamente, se tendra otra medida estadistica como una medida monetaria del bienestar social
optimo.

El ingreso relativo
Nuevamente, sea la sociedad conformada por un numero de [ receptores de ingresos. Para cada

.. ., . . 0 — I . .
distribucién de ingresos (V1 5eees 1) que agota el ingreso total Yo=Yz yi , se tiene que cada receptor
posee como ambiente un vector de ingresos relativos. Para el i-ésimo receptor este es,

- -1 . .
i = (Tigy e, Tyy) € REZE T =YY i#
i = (i s Tar) ++ donde T TV 1#]
Con la intencion de resaltar el mayor grado de desigualdad del i-ésimo receptor en relacion a los
receptores que tienen mayores ingresos, en el calculo del ingreso relativo promedio, al ingreso

. : . , . . ; <yi<
relativo ' se le asignard un menor peso que al ingreso relativo rn ya que Y1 VISV 14
ponderacion tomara en cuenta la importancia del ingreso del j-ésimo receptor opositor en relacion

YO Hj,j:f:i’dondeQ]_S'“SBI'

En seguida, para cada receptor { € 7 el ingreso relativo que tomaremos como referencia sera su

al ingreso total a distribuir entre todos los receptores. Por tanto,

=Vi-1g.4 .
ingreso relativo promedio que es igual al promedio aritmético ponderado & = Xj=1 QJTU, donde

N 8 =1-—6; S . .
L#] y 29 '. Luego, simplificando algebraicamente obtendremos el siguiente resultado
como una expresion del ingreso relativo promedio por receptor:!®!

_ (=
n_(l),u [5]
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A nivel agregado, para toda la sociedad, en la cual existen I receptores de ingresos, tendremos el
mismo numero de ingresos relativos promedio, uno para cada receptor. En este punto, optaremos
por la media geométrica de estos ingresos para calcular el ingreso relativo promedio de la sociedad.

1
P =(TTE_. 7)!
Esto es, r= (HFl 5) . Luego, considerando la ecuacion [5], 1a ecuacion del ingreso promedio del
receptor, quedarad como:
R (I - 1) vV
F=—]—
bu [6]

Ahora, en la medida que el nimero de receptores I sea lo suficientemente grande, podriamos

utilizar R como una buena aproximacién de 7, donde

El indice de desigualdad de ingreso relativo

1. Como expresion normativa

Para la construccion del nuestro indice de desigualdad de ingreso relativo consideraremos como

dada una distribucién de ingresos cualesquiera ¥ ‘ey tal que Xy = YO. Por otro lado, como
ocurre con los indices de desigualdad de Dalton (1920) y Atkinson (1970), la diferencia entre el
bienestar de maximo bienestar social y el bienestar efectivo se continia considerando como una
medida de la desigualdad de ingresos. Asi, el indice de desigualdad de ingresos que proponemos y
al que denotaremos como IDIR (indice de desigualdad de ingreso relativo) conceptualmente, vendria
dado por,

0

IDIR =1-
max [8]
Entonces, bajo el marco normativo propuesto segun el criterio de bienestar de Nash, las
ecuaciones [2] y [4] nos permitirdn especificar el IDIR como una relacién entre el ingreso medio
geomeétrico y el ingreso medio aritmético. Esto es,

v
IDIR=1--
“ [9]
Este resultado, coincide con la especificacion del indice de Atkinson para cuando el coeficiente
de aversion a la desigualdad es igual a 1 (Medina, 2001).

2. Como expresion positiva

En esta perspectiva, considerando la aproximacion del ingreso relativo promedio agregado que ha
sido sefialada en la ecuacion [7], y tomando el IDIR segun la ecuacion [9], podemos derivar el indice
como una expresion de una medida objetiva. Esto es,

IDIR=1-R [10]

Asi, un cambio en la distribucién de ingresos, dado Y, que implique un incremento del ingreso
relativo agregado, equivale a un aumento del ingreso promedio geométrico. Esto es, un incremento
del bienestar social efectivo. A su vez, esto significaria que v se aproxima a #, ya que la relaciéon
media aritmética y media geométrica, para toda distribucion, verifica (Karelin, Rondero, &
Tarasenko, 2008):
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yitoty
B 2 ST

Notese, segun [11], la equiparacion de ambas medidas ocurrirda sélo si se da la igualdad de

ingresos entre los receptores, esto es Y1 = ** = VI FEl bienestar social efectivo es socialmente
optimo. En este caso unico, se obtiene un IDIR = (. Luego, para cualquier otro caso, se obtiene

0 <IDIR<1 Ademas, sialgin receptor no percibe ingreso ' — 0, entonces por definicion se tiene
IDIR = 1. Esto es, dado el marco informacional de la funciéon de bienestar social, para dicha
distribucién existe un perceptor que no ha salido del statu — quo. No interesa como se distribuye el

ingreso entre el resto de individuos.”! El mismo resultado se obtendra si el ingreso total Y’ le
corresponde s6lo a un Gnico receptor mientras que el resto de receptores posee cero ingresos.

En consecuencia, si existe igualdad en la distribucidén de ingresos entre los receptores el indice
sera IDIR = 0 y si se tiene que el ingreso total le corresponde a un solo receptor entonces el indice
serd IDIR = 1. Luego, el indice de desigualdad estard acotado entre 0 y 1, esto es IDIR € [0,1]

Por razones pedagogicas se muestra una representacion grafica. Para tal caso supondremos una

. .. ., . ) 0 _ (a0 A,0
sociedad donde I = 2 y la distribucion de ingresos viene dada por el vector ¥ = O1y 2), donde

0~ 40 0 0 _ yo . S . e
Y1 <Y y¥1 +¥2 =Y La figura [1] muestra la relacién media aritmética — media geométrica y su
relacion con la funcién de bienestar de Nash, siendo la funcién de bienestar de Nash generalizado

igual a Fuy, uz) = {312 _

ingreso del receptor 2

ingreso del receptor 1

FIGURA 1.
Relacion # ~ Y como indice de desigualdad.

Elaboracioén propia.
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3. Propiedades

Siguiendo a Villar (2017), podemos verificar cudles son las propiedades que el IDIR cumple. De
acuerdo a las demostraciones desarrolladas en el anexo A, podemos afirmar que el indice de
Desigualdad del Ingreso Relativo verifica las propiedades de normalizacion, de simetria, del
principio de transferencia de Dalton, de continuidad y de independencia de escala. Por otro lado, el
mismo indice incumple las propiedades del principio de réplica de poblaciones y la de
descomponibilidad.!'%

Calculos del indice bajo distribuciones simuladas

Considerando que en los paises subdesarrollados con mayor recurrencia las distribuciones de
ingresos efectivas se describen mediante distribuciones con una mayor asimetria (Figueroa, 1993),
realizaremos simulaciones tomando como aproximaciones de las distribuciones de ingreso, las
distribuciones estadisticas de Pareto, la log normal y la log logistica. Las simulaciones se realizaran
sobre una muestra aleatoria de tamafio » = 1000000 observaciones, escogidos para un rango de
ingresos establecido arbitrariamente y utilizando las librerias del programa R para cada distribucion.

Ademas, estas distribuciones tedricas presentan buenas propiedades estadisticas, asimismo
algunas de ellas presentan un buen ajuste a las distribuciones empiricas. En este sentido, es recurrente
el uso de estas distribuciones en la literatura sobre la distribucidn, no sélo para simulaciones sino
ademads, para realizar ajustes estadisticos (Campano & Salvatore, 2006; Cowell, 2013; Gasparini,
Cicowiez & Sosa, 2013).

Asimismo, calcularemos para efectos de una comparacidn posterior, el indice de desigualdad de
Gini para cada una de las distribuciones simuladas.!!!! La comparacion de los resultados simulados
del GINI y del IDIR nos permitira ver que tan bien se comporta este ultimo al medir la desigualdad.

Distribucion de Pareto
Dada la funcién de densidad de probabilidad de Pareto (Dagum, 1980; Cowell, 2011):

a

] _Ym
Py 0) = @ e

[12]

Donde ¥ = Ym, @>0 y 0 como un pardmetro de escala, directamente proporcional a la
varianza de la distribucion.

Para una simulacién de #» = 1000000 receptores,?! supondremos cuatro distribuciones de ingresos
entre los receptores, las que se construiran arbitrariamente. Asi, por ejemplo, para la primera
distribucién se considerara un intervalo de ingresos entre 0 y 1200, tal como se observa en la figura
2a; de tal manera que podamos tener la certeza de que la variabilidad de los parametros de la
distribucién cuenta con una adecuada representatividad, donde las cuatro distribuciones se han
simulado con una escala igual a scale = 1000. Utilizando el software R obtenemos para cada una de
las distribuciones, que corresponden a cada uno los diferentes valores de los parametros tomados
como argumentos, los siguientes resultados:*?
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TABLA 1.
Resultados de las simulaciones para una distribucién de Pareto

Medida Distribucion 1 Distribucion 2 Distribucion 3 Distribucion 4

v 8.88 36.24 159.60 996.91

U 15.89 66.82 333.55 9192.97

o 16.19 71.72 468.52 152725.10
GINI 0.5038 0.5165 0.5726 0.8911
IDIR 0.4410 0.4576 0.5215 0.8916

Para la simulacién de distribucion 1 tenemos una media geométrica igual a v = 8.88, una media
aritmética igual a # ~ 15.89 y una desviacion estandar igual a ¢ = 16.19. Luego, de acuerdo a lo
formulado en las ecuaciones 9y 10 obtenemos el IDIR igual a 0.4410. En tanto que el GINI calculado
es igual a 0.5038 aplicando el procedimiento sefialado en la nota de pie 11. Para el resto de las
distribuciones simuladas, se tienen las mismas interpretaciones. Es importante notar que, de acuerdo
a la desviacion estandar, se tratan se distribuciones simuladas con una dispersién cada vez mayor.
Asi, la distribucion 4 es la que posee una mayor dispersion con un 0 = 152 275.10. Esta mayor
dispersion de las distribuciones se hara evidente al calcular un mayor IDIR y un mayor GINI

respectivamente.

En las figuras 2.a — 2.d se representan las distribuciones y las curvas de Lorenz para cada una de
las cuatro simulaciones bajo una distribucion de ingreso de Pareto.

Densidad
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Distribucion de Pareto y curva de Lorenz
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FIGURA 2C.
Distribucion de Pareto y curva de Lorenz
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FIGURA 2D.
Distribucion de Pareto y curva de Lorenz

De acuerdo a los resultados obtenidos bajo la distribucion de Pareto, la cual es asimétrica, se
observa que en la medida que la dispersion de los ingresos y el indice GINI sean mayores, el IDIR
también aumenta. Por cada punto porcentual que aumenta la desigualdad, entre una y otra
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distribucion, segun el indice de GINI, el IDIR responde con incrementos relativamente positivos y se
hace menos sensible para distribuciones altamente desiguales:

TABLA 2.
Sensibilidad del IDIR ante un aumento de GINI en un punto porcentual

De la distribucién 3 a 4
1.2759

De la distribucion 2 a 3
1.2856

De la distribucion 1 a
1.4932

En la primera simulaciéon, como desarrollamos en la parte teodrica, un IDIR calculado igual a
0.4411 supone una diferencia entre el bienestar maximo y el bienestar efectivo de 10 a 6; en tanto
que un IDIR igual a 0.8916, tal como se obtiene en la distribucion 4, supone una brecha mayor entre
el bienestar maximo y el bienestar efectivo, de 10 a 2. Asi, en la medida que el IDIR sea mayor, el
bienestar social es menor.

Distribucion log normal
Ahora consideraremos una distribucion log normal (Evans & Rosenthal, 2004),

e 2(FE)

yov2n [13]

fy;u,0) =

donde ¥~ 0; siendo, para esta distribucion, # y ¢ la media aritmética y la desviacidén estandar
del logaritmo de la variable.

Para una simulacién de n» = 1000000 receptores, supondremos cuatro distribuciones de ingresos
entre receptores, las cuatro distribuciones con un log ingreso medio # ~ 3 aproximadamente, pero
con diferentes desviaciones estandar. Utilizando el software R obtenemos los siguientes
resultados:!4!

TABLA 3.
Resultados de la simulacidn para una distribucion log normal
Medida Distribucion 1 Distribucion 2 Distribucion 3 Distribucion 4

v 20.05 20.03 20.02 22.41

w 33.18 62.13 445.91 224101

o’ 4421 179.70 5522.37 15917870
GINI 0.5225 0.7122 0.9214 0.9969
IDIR 0.3956 0.6776 0.9551 0.9999

r . . . . o . /4 .
donde K y v' son las notaciones correspondientes a la media aritmética y la media geométrica
de la distribucion de ingresos. A continuacion, representamos las distribuciones log normal y sus
respectivas curvas de Lorenz en las figuras 3a — 3d.
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FIGURA 3A.
Distribucion log normal y curva de Lorenz
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Distribucion log normal y curva de Lorenz
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Distribucion log normal y curva de Lorenz
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sigma=15917870, IDIR=0.9999 Curva de Lorenz, GINI=0.9969
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Distribucion log normal y curva de Lorenz

Observamos, que la mayor dispersion de cada distribucion recogida por la desviacion estandar O
presentada en el Tabla 3, en las figuras 3a, 3b, 3c y 3d se recoge con una curva de Lorenz con una
mayor distancia vertical respecto a la linea de igualdad respectivamente. Es decir, la distribucion 4
presenta una mayor desigualdad que la distribucién 3, esta respecto a la distribucion 2 y esta mayor
que la primera. Vamos de una simulacion de distribucién de mayor a menor dispersion y en
consecuencia, de acuerdo a la curva de Lorenz, de menor a mayor desigualdad. Notese ademas, que
en las distribuciones log normal que hemos simulado manteniendo contante el log medio, no
suponemos un ingreso aritmético constante de los ingreso, ya que en la medida que aumentamos la
dispersion en la distribucion log normal, implicard ingresos maximos e ingresos minimos con

mayores amplitudes. Asi, para las cuatro distribuciones simuladas con dispersiones ¢ =In On,

donde %n corresponde a las dispersiones de las cuatro distribuciones normales simuladas, se tiene
como resultado un IDIR cada vez mayor

Es decir, la mayor amplitud y dispersion que recoge la distribucion log normal es penalizada por
el IDIR en mayor medida aunque con menor sensibilidad cada vez. Asi, por cada punto porcentual
que aumenta la desigualdad de la distribucion, entre una y otra, segun el indice de desigualdad de
GINI, el IDIR también aumenta pero con incrementos relativamente cada vez menores, tal como se
muestra en la siguiente tabla:

TABLA 4.
Sensibilidad del IDIR ante un aumento de GINI en un punto porcentual

De la distribucion 1 a2 De la distribucién 2 aj De la distribucidon 3 a 4
1.9634 1.3942 0.5724

Distribucion log logistica

Finalmente, simularemos que la distribuciéon de ingresos sigue una distribucion log logistica
(Campano & Salvatore, 2006),
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iny—m
e Kk

I(.V;m;k}: ny-m 3
ky (e K+ 1)
[14]

donde £ > 0 es el parametro de escala y m es el logaritmo del ingreso mediano.

Siguiendo el algoritmo, para una simulacién de » = 1000000 receptores, supondremos cuatro
distribuciones de ingresos entre los receptores, donde las cuatro distribuciones se han simulado con
una escala igual a scale = 10. Utilizando el software R obtenemos los siguientes resultados: !

TABLA 5.
Resultados de la simulacion para una distribucion log logistica

Medida Distribucion 1 Distribucion 2 Distribucion 3 Distribucion 4

v 0.0998 0.1003 0.1001 0.0992

u 0.1319 0.2394 1.1606 17.4869

a 0.1691 3.1253 50.2249 3153.64

GINI 0.3996 0.6623 0.9139 0.9909

IDIR 0.2430 0.5809 0.9137 0.9943

Presentamos las distribuciones log logisticas simuladas y sus respectivas curvas de Lorenz en las
figuras 4a — 4d.

sigma=0.1691, IDIR =0.2430 Curva de Lorenz, GINI = 0.3996
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FIGURA 4A.

Distribucion log logistica y curva de Lorenz
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En la tabla anterior, se observa, al igual que en las anteriores simulaciones, que en la medida que
aumenta la dispersion de la distribucion, el IDIR también aumenta. Asimismo, para la distribucién
log logistica, la sensibilidad de la respuesta del IDIR es positiva pero cada vez menor por cada punto
porcentual que aumenta la desigualdad de la distribucion, entre una y otra, segin el indice de GINI.
Entonces, el IDIR responde con incrementos relativamente cada vez menores:

TABLA 6.
Sensibilidad del IDIR ante un aumento de GINI en un punto porcentual

De la distribucion 1 a7 De la distribucién 2 a3 De la distribucidén 3 a 4
2.1152 1.5081 1.0470

La relacion IDIR y el GINI

Siguiendo a (Kendall & Stuart, 1977) se obtiene una medida de la dispersion llamada diferencia
media. A partir de este concepto se puede plantear una forma de medir el indice de Gini basado en
la diferencia media. Luego, dadas ciertas propiedades de esta forma de medicidén serd posible

plantear el indice de Gini de la siguiente manera (Villar, 2017):[1¢!
1

1 v
GINI =1 - Fz z mm{yi,yj}
i=1 j=1 [1 5]
Luego, dado el indice de desigualdad IDIR formulado en la ecuacion [9], podemos derivar, con
objeto de presentar evidencia posteriormente, una relacion lineal positiva entre los indices IDIR y

GINI,
YL minly,, v;} —vl? vi?
IDIR = (21_1)3,_1 e v} )+( )GINI
{yi’ y,f'} [16]

I I : ] ] :
i=12ij=1 mln{yb yj} i=1 Zj:l min

Ahora, retomando las distribuciones de Pareto, la log normal y la log logistica; y realizando un

numero mayor de simulaciones para cada una de las distribuciones, encontramos entre el IDIR y el
YGINIIDIR = 0-9918'

GINI una coeficiente de correlacion equivalente a
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Relacion GINI - IDIR simulada
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EL CALcULO DEL IDIR PARA EL PERU, 2004-2017

De los datos utilizados

Para efectos de la aplicacion del indice propuesto se midi6 la desigualdad para cada uno de los
veinticuatro departamentos del Peru, para el periodo comprendido entre los afios 2004 y 2017. La
medicidn se realizé tomando como una unidad receptora a los hogares, y se toma como medida el
ingresos que se calcula a partir de la informacion obtenida de las “Encuestas Nacionales de Hogares
ENAHO?” del 2004 al 2017 implementadas por el Instituto Nacional de Estadistica e Informéatica del
Peru.

En nuestro calculo tomaremos como objeto de medicién el ingreso del hogar, denotado como
ingtot segun la codificacion de la ENAHO. Este ingreso posee la siguiente composicion:

1. Ingreso de trabajo (ingtrab):
1.1. Ingreso de trabajo salarial (ingtrabw):

ingtrabw = ingnethd + pagesphd + insedlhd + paesechd
donde:
ingnethd: ingreso monetario neto de la actividad principal dependiente.
pagesphd: ingreso por pago en especie de la actividad principal dependiente.
insedlhd: ingreso neto de la actividad secundaria dependiente.
paesechd: ingreso pago en especie de la actividad secundaria dependiente.

1.2. Ingreso de trabajo no salarial (ingtrabs):

ingtrabs = ingindhd + ingauthd + ingseihd + isecauhd
donde:
ingindhd: ingreso por actividad principal independiente.
ingauthd: ingreso por autoconsumo de la actividad principal independiente.
ingseihd: ingreso neto de la actividad secundaria independiente.
1secauhd: ingreso por autoconsumo de la actividad secundaria independiente.

ingtrab = ingtrabw + ingtrabs

2. Ingreso de propiedad (ingprop):

ingprop = ingrenhd + 1a01hd
donde:
ingrenhd: ingreso monetario por rentas de la propiedad.
1a01hd: ingreso alquiler imputado de la vivienda.

3. Ingreso de transferencias privadas (trapriv):

trapriv = ingtrahd + ingtexhd + ia02hd
donde:
ingtrahd: ingreso por transferencias corrientes monetarias del pais.
ingtexhd: ingreso por transferencias corrientes del extranjero.
1a02hd: ingreso por transferencia de alquiler.

4. Ingreso extraordinario (ingextr):
ingextr = ingexthd + ingoexhd
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donde:
ingexthd: ingresos extraordinarios por trabajo.
ingoexhd: otros ingresos extraordinarios.

Finalmente, obtenemos nuestro ingreso total del hogar:
ingtot = ingtrab + ingprop + trapriv + ingextr

Los resultados del calculo del IDIR departamental

Al utilizar la variable “ingreso ingtot” para calcular el IDIR de cada departamento del Peru, para el
periodo 2004 — 2017, se han obtenido resultados cuyo resumen estadistico se presenta en el Tabla 7.
De acuerdo al resumen, los departamentos que presentan una menor desigualdad, en promedio, son
Ica (0.22), Tumbes (0.24), Lambayeque (0.27) y Madre de Dios (0.27). En tanto que, Ayacucho
(0.41), Huanuco (0.40), Puno (0.40) y Cajamarca (0.41) presentan un indice mayor. Del primer
grupo de departamentos, los tres primeros se ubican en la costa del Pera y su actividad econémica
presenta una importante participacion de la agroindustria; en tanto que del segundo, todos se ubican
en la sierra, donde es preponderante la actividad minera.

TABLA 7.
Medidas estadisticas del IDIR por departamento

DPTO mean sd median min max range skew kurtosis
AMA 0.36 0.02 0.36 0.32 0.41 0.09 0.51 0.51
ANC 0.36 0.03 0.36 0.30 0.42 0.12 -0.28 -0.88
APU 0.39 0.07 0.38 0.31 0.52 0.21 0.53 -0.95
ARE 0.31 0.04 0.31 0.24 0.38 0.14 -0.02 -0.65
AYA 0.40 0.03 0.40 0.37 0.46 0.09 0.55 -0.97
CAJ 0.41 0.03 0.41 0.36 0.45 0.09 -0.11 -1.50
CusS 0.38 0.03 0.38 0.35 0.42 0.07 0.00 -1.52
HCV 0.39 0.05 0.40 0.32 0.46 0.14 -0.25 -1.26
HUA 0.40 0.04 0.39 0.36 0.48 0.13 0.80 -0.37

ICA 0.22 0.04 0.21 0.16 0.29 0.13 0.25 -1.48
JUN 0.32 0.03 0.32 0.27 0.36 0.10 -0.05 -1.02
LAM 0.27 0.02 0.26 0.24 0.31 0.07 0.44 -1.48
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LIM 0.29 0.03 0.30 0.26 0.34 0.08 0.07 -1.30
LLI 0.37 0.04 0.36 0.33 0.47 0.14 1.76 2.78
LOR 0.38 0.02 0.38 0.34 0.42 0.07 0.23 -0.99
MDI 0.27 0.03 0.26 0.23 0.31 0.08 0.00 -1.58
MOQ 0.40 0.02 0.40 0.37 0.46 0.07 0.59 -0.46
PAS 0.35 0.03 0.35 0.31 0.42 0.11 0.75 -0.28
PIU 0.32 0.02 0.32 0.28 0.35 0.07 -0.41 -1.04
PUN 0.40 0.03 0.39 0.37 0.46 0.10 0.73 -0.36
SMA 0.37 0.04 0.37 0.32 0.43 0.12 -0.03 -1.21
TAC 0.30 0.02 0.30 0.26 0.34 0.08 0.02 -1.29
TUM 0.24 0.02 0.25 0.21 0.27 0.05 -0.46 -0.92
UCA 0.28 0.06 0.27 0.20 0.38 0.18 0.29 -1.55

Por otro lado, durante el periodo de estudio no todos los departamentos evidencian el mismo
patrén de comportamiento de la desigualdad segun el IDIR. Por ejemplo, Apurimac evidencia una
mayor variabilidad, posee una desviacion estandar de 0.7 y tiene una caja de bigotes con un mayor
recorrido intercuartilico. En tanto que, el departamento de Amazonas es uno de los que presenta
una menor variabilidad, 0.2, y un rango de 0.09.07)

Para un mayor detalle de los resultados del calculo obtenido para cada departamento y para cada
afio entre el 2004 y el 2017, véase el anexo B.

La estimacion de la relacion entre el IDIR y el GINI

El indice de ingreso relativo, para efectos de la aplicacién, muestra una relacion estrecha con el
indice de Gini tal cual se obtuvo en las simulaciones para el caso de la distribucion del ingreso ingtot.
Es decir, tan igual como el GINI, el IDIR mide la desigualdad.!'® Asi, el coeficiente de correlacion
estimado para Peru es,

cor (IDIR, GINI') = 0.986153
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Sin embargo, a diferencia del GINI, el IDIR penaliza mas la desigualdad, asignandole un numero
menor a distribuciones mas desiguales. En términos de mejora de la distribucidn, la sociedad debera
mejorar mucho mas para escalar en el indice IDIR. Véase la relacion estimada en la figura 6.
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FIGURA 6.

Relacién GINI - IDIR estimada para el Peru, 2004-2017

De los resultados

De acuerdo a los calculos efectuados para los departamentos del Peru, el indice de desigualdad de
ingresos IDIR evidencia una heterogeneidad entre estos, lo cual es concordante con la literatura sobre
la desigualdad en el Pert (Contreras et. al., 2015). Asimismo, siguiendo con la misma base de datos,
el calculo del indice propuesto muestra una relacion positiva estrecha con el calculo del indice de
desigualdad de Gini departamental, llegando a obtenerse un coeficiente de correlacidon superior a
0.99. En este sentido, se tiene que, para distribuciones de ingresos con un indice de GINI mayor, le
corresponde un indice IDIR mayor.

Asi, los calculos obtenidos para el Pert se comportan segun los resultados que derivamos en las
simulaciones efectuadas, evidenciandose empiricamente la relacion lineal estrecha entre el IDIR y el
indice de GINI tal cual se habia obtenido en las simulaciones. Comparese las figuras 5 y 6.

CONCLUSIONES

El trabajo propone una medida de la desigualdad de ingresos fundamentada en la economia del
bienestar pero medible a través de estadisticos descriptivos. Asimismo, el indice propuesto recoge, a
la luz de las simulaciones realizadas, la informacion que provee la mayor dispersion de ingresos
asignandole a la distribucion un mayor indice en la medida que sea mayor la desigualdad, segun
muestran las medidas simuladas del GINI en cada distribucion. Por lo tanto, es un indice que
penaliza con un mayor indice a las distribuciones mas desiguales.
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Por otro lado, el indice podria ser limitado para distribuciones donde no existen receptores con
ingreso cero. Esto no seria una limitacion desde una Optica de la justicia distributiva. Aun asi, es
posible extender la definicion de receptor, por ejemplo trabajar con cuantiles, y sortear esta supuesta
limitacién. Se obtendria, en este caso valores positivos para el IDIR, aun si las distribuciones
contemplan receptores con un ingreso igual a cero. Y lo mas importante, se efectiia distinguiendo
las distribuciones mas desiguales de las menos desiguales.

Un aporte de este indice no sélo es su simplicidad desde el punto de vista estadistico, sino que
ademas, tiene la ventaja de estar fundamentado en un marco informacional de la teoria del bienestar
social, especificamente en la funcién de bienestar social de Nash. Asi, el ratio media geométrica —
media aritmética, puede interpretarse como una lectura entre el bienestar social efectivo y el bienestar
social maximo, lo cual es una ventaja sobre cualquier indice de desigualdad positivo, incluido el
Gini, que carecen de una lectura explicita en términos de bienestar.

Asimismo, el IDIR complementa y fundamenta el caso particular del indice de Atkinson, cuando
el indice de aversion a la desigualdad es igual a uno. Por lo tanto, da cuenta, mas alla de una
suposicion, el por qué debiéramos utilizar, para estimaciones bajo el indice de Atkinson, un
parametro de aversion igual a uno, cuando se mida como una brecha entre el bienestar social efectivo
y el bienestar social maximo. Se tendria asi, un respaldo empirico que fundamente por qué
debiéramos tomar € = 1,

Finalmente, si bien el indice IDIR no cumple todas las propiedades deseables, entre ellas la
descomponibilidad aditiva, si cumple una propiedad muy importante: el principio de transferencia
de Dalton, siendo util para evaluar el impacto de las politicas redistributivas sobre la desigualdad.
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ANEXOS

ANEXO A. PROPIEDADES PARA EL INDICE DE DESIGUALDAD DEL INGRESO RELATIVO
Empezaremos por las propiedades que se verifican:

Propiedad 1 (Normalizacion). Dada la sociedad de I receptores, si para todo i €/ se tiene Y1~ ¥
, entonces,

IDIR (1, ( t,etz) ) =0 [A. 1]

Demostracion

Si 010 ¥2) = (s 1) , luego la media aritmética serd * = (It =p y la media geométrica serd

1 v
—_ (T — IDIR=1—-—-=0m
v=@)r= “.Entonces, K

Propiedad 2 (Simetria). Dada la sociedad de I receptores, sean las distribuciones de ingreso y y
Y" donde el vector de ingresos y' = Perm(y) Entonces, IDIR(L,y) = IDIR(L,y")

Demostracion

Sea HULY) = 1 y v(iLy)=v, Luego, para una permutacion de y como lo es V', se tendrg FU:¥') = I

y VLYY =V'. Entonces, para cada distribucion de ingresos IDIR(1,y) = IDIR 5, IDIR(1,y") = IDIR"  pyq,

la propiedad conmutativa de la suma y del producto no se ve afectado por el resultado. Entonces,
IDIR(,y) = IDIR'(I,y'). m
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Propiedad 3 (Principio de las transferencias de Dalton). Dada la sociedad de I receptores, sea Yd

la distribucion de ingresos que se obtiene mediante una transferencia de Dalton a partir de y. Luego,
IDIR(I,y) > IDIR(L,Y4)

Demostracion

Dada la distribucion de ingresos ¥ = W1 s Yoo Yirr 0 Y1), Sea una transferencia de Dalton del receptor
i + 1 al receptor i igual a 6 =dy; = —dyj41 >0 tal que Ya = 1 ¥i + 6,41 — 6, '"'yf), Luego,

1 v
dIDIR = ——dv + —du
H K [A.2]

1

du =~ (dy; + dYis) = = (8 = 8)

Ademds, como I , entonces du=0_ por otro lado, se tiene
E(@_F%):E(E_ 5) dIDIR—S—v(i— 1)
FAye  Yin P\yi  Yir/ | quedando I \yi  Yiva/ | Por tanto:
dIDIR
<0
g [A.3]

ya que Vi < yi+1_ Portanto IDIRU;}’) = IDIR(I'yd).

Propiedad 4 (Continuidad). La funcién I/PIR(I,Y) es continua en ¥ € Ri+ |
Demostracion

Dado que ¥ © Riv Ia funcion IDIR (I, Ya) ¢5 continua, ™

Propiedad 5 (Independencia de escala). Para todo escalar 4 > 0, IDIR(L,y) = IDIR(1,Ay)
Demostracion

Para la distribucion y se tendra uidy)=u, Luego, para AV e tiene (L AY) = 2. Por otro lado, para la

o (L, y) = Ay o (I, Ay) = Av IDIR(y) =1-%
distribucién y se obtiene V\1,¥) =V y para 1Y se tiene VU AY . Por tanto A, En
consecuencia, IDIR(1,y) = IDIR(I,Ay).m

En tanto que el IDIR incumple las propiedades:

Propiedad 6 (Principio de réplica de las poblaciones). Dada una sociedad con I receptores y una
distribucidon de ingresos y. Considerando una nueva sociedad que consiste en una réplica & veces /

. . . ., . — k
con su correspondiente distribucién de ingresos ¥*. Entonces, [PIR(Iy) = IDIR(kL, y*)

Demostracion

kI, y¥ _ Liyit+¥ayi _ kXiyi K
Para Y° se tiene Hkl, y5) ki kI quedando pkl, y*) — K Ademas,

v(kl,y*) = (T1;y¥)" = ((Hiyi)k)T’ obteniendo VKL YF) = vF Luego,
k

v
IDIR(KI,y*) =1 ——
[z [A.4]

por tanto IPIRU,Y) # IDIR(KI, y*).m

Propiedad 7 (Descomponibilidad aditiva). Dada una sociedad de I receptores compuesta por H
subgrupos de poblacion, exhaustivos y mutuamente excluyentes, se cumple que:
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IDIRQ,Y) = ) wit, 1) IDIR Uy, yy) + IDIR(L Ly, . i)
[A.5]

) . H . .
para un conjunto de coeficientes Wr , que son funciones que dependen de ¥ | I'y del ntimero H
de subgrupos de la particion.

Demostracion

we =P N0y,

Para cada uno de los h grupos tendremos una distribucion de ingresos Ynh , de donde y
1

— Tn I, —
Vh = (Hi=1 y 1') " . Por tanto, para un grupo h cualesquz'em tendremos un IDIRy, = IDIR(I, y h). Este es,

IDIR(Iy, ¥y) =1 ——
Pn [A.6]

Luego,

ZWJTI(-“ I) IDIR(IH yh) - 1 —Z W” h

h=1 [A7]
H _ I
donde "™ T 1.
En tanto que,
Wh
IDIR(, iy 1y, oy pgglyy) = Ti=amy"
z:h 1 WnHn [A8]
Y dado que,
Wh
IDIR(LY) = 1 — Tizavy"
2}1_1 Wh#h [A9]
Se obtiene,
H H H
v
vE n’uwn + Z Wh:uhz 1"'!«"}1i
h=1 h=1 h=1 Hn [AIO]
Por tanto,

IDIR(l,y) # Z wi (u, 1) IDIR(Iy,, y,) + IDIR(L, uy 14, ..., g lyy)
h=1 [A.11]
EI IDIR no verifica la descomponibilidad aditiva. u

ANEXO B. RESULTADOS DE CALCULO DEL INDICE DE DESIGUALDAD DEL INGRESO RELATIVO
PARA EL PERU, A NIVEL DEPARTAMENTAL, 2004-2017.

Para facilitar la lectura de los resultados, se senala la notacion asignada a cada departamento es
la siguiente: Amazonas, AMA; Ancash, ANC; Apurimac, APU; Arequipa, ARE; Ayacucho, AYA,;
Cajamarca, CAJ; Cusco, CUS; Huancavelica, HCV; Hudnuco, HUA; Ica, ICA; Junin, JUN;
Lambayeque, LAM; Lima, LIM; La Libertad, LLI; Loreto, LOR; Madre de Dios, MDI; Moquegua,
MOQ; Pasco, PAS; Piura, PIU; Puno, PUN; San Martin, SMA; Tacna, TAC; Tumbes, TUM y
Ucayali, UCA.
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A continuacidn, presentamos en las Tablas 1.B y 2.B, para los periodos 2004 — 2010 y 2011-2017
respectivamente, los calculos del Indice del Ingreso Relativo de todos los departamentos del Pert.
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En la figura 1.B presentamos los graficos de caja y bigotes del indice para cada departamento.
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NOTAS

[1] El indice de Gini carece de un marco normativo o de una teoria del bienestar social, pues
es considerado un indice de tipo positivo.

[2] La comparacion se realiza con el indice de Gini por ser este indice el de mayor uso en el
campo de la economia.

[3] Trabajamos con receptores que no necesariamente son individuos. Esto nos permitira,
frente a una distribucién cualquiera, tener diferentes resultados segun como se definan los
perceptores.

[4] Las medidas de desigualdad normativas que suponen una funcién de bienestar social y la
idea del maximo bienestar social, dada la convexidad estricta de las curvas de iso-bienestar,
suponen una solucién interna. En consecuencia, los ingresos de una distribucion cualesquiera
deberan ser estrictamente positivos (Villar 2017).

[5] Esto implica que el ingreso de statu — quo es cero. Por tanto, suma o agrega al bienestar
social unicamente todo ingreso por receptor mayor a cero. Esto a su vez es consistente con el
marco informacional sobre el cual estamos proponiendo el indice.

[6] Supuestos de este tipo en la literatura de medidas normativas de la desigualdad no son
extrafios, por ejemplo en el desarrollo de los indices de desigualdad de Dalton y Atkinson se
asume una misma funcion de utilidad para cada uno de los receptores (Guerrero, 1987).

[7] El mismo resultado se obtiene para los indices de Dalton y Atkinson trabajandose con
una funcién de bienestar social benthamita.

o yi- — - C :
[8] Yaque "~ Zj56mi = =1y Y dado que de la media aritmética se obtiene ¥" = In; entonces
reemplazando se obtiene la ecuacidn [5].

[9] Claramente, nuestro indice de desigualdad tiene implicitamente un juicio de valor a lo
Rawls. Esto, evidentemente es una ventaja sobre los indices positivos como el Gini, el cual
para distribuciones diferentes donde existen perceptores con ingreso cero arroja resultados de
“menor desigualdad”, aun cuando los peores posicionados en la distribucion de ingresos en
la sociedad no hayan mejorado su statu-quo.

[10] Esto no es grave, pues es importante sefialar que el de mayor uso en la Economia para
medir la desigualdad, el indice de Gini, también incumple la propiedad de descomponibilidad
aditiva (Villar, 2017).

[11] Para el célculo del indice de desigualdad de Gini en las siguientes simulaciones se
utilizara la libreria ineq, con la orden ineda(x, type = “Gini”)

[12] Independiente del tamafno de la muestra en la simulacidn, lo pertinente para la
simulacién es que la distribucion tedrica conserve las propiedades deseables para efectos de
que represente una distribucidon empirica, como es el caso de la asimetria.

[13] Se hace uso de las librerias actuar y distrEx, con la orden rpareto(n, shape, scale)
[14] Para esta simulacion usamos la orden rlnerm(n, meanlog, sdlog)
[15] Se hace uso de la libreria survival, con la orden rllogis(n, shape, scale),

[16] La notacién de formulada por Villar (2017) ha sido adecuada a la notacién del presente
articulo para un mayor esclarecimiento.

[17] Ver figura 1.B del anexo B.
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[18] Para efectos de la estimacion del coeficiente de GINI se ha aplicado la formula siguiente:

GINI =1+~ (2 )(Zl i—i+1 )
=l+1-p i+ Dy

INFORMACION ADICIONAL
Codigo JEL: D30, D63.
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