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RESUMEN:

La investigacién tuvo como objetivo analizar la incorporacién de las geometrias Euclidiana e
Hiperbolica en el plano y su aplicacion en el arte bajo el concepto de infinito potencial. A partir de
una metodologia basada en el recubrimiento del plano y la construccién de teselas se busca reconocer
y comprender mediante la visualizacion como las distintas concepciones geométricas bajo reglas
propias describen a través de la representacion y el dibujo geométrico el concepto de infinito aplicado
en el arte. Mediante la creacion de formas que se ensamblan disminuyendo o aumentando su tamafio
como sucesiones recurrentes, se generaron infinitas figuras que dan origen a una superficie finita
plana con infinitos elementos semejantes. El estudio ensefia como cada geometria aplicada interpreta
el concepto de infinito en el arte y la correlacién entre ambas.

PALABRAS CLAVE: Geometria Euclidiana e Hiperbdlica, Concepto de Infinito, Arte.

ABSTRACT:

The objective of the research was to analyze the incorporation of Euclidean and Hyperbolic
geometries in the plane and its application in art under the concept of infinite potential. From a
methodology based on the covering of the plane and the construction of tesserae, we seek to recognize
and understand through visualization how the different geometric conceptions under their own rules
describe, through representation and geometric drawing, the concept of infinity applied in art.
Through the creation of shapes that are assembled by decreasing or increasing their size as recurring
successions, infinite figures were generated that give rise to a flat finite surface with infinite similar
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elements. The study shows how each applied geometry interprets the concept of infinity in art and the
correlation between the two

KEYWORDS: Euclidean - Hyperbolic Geometry, Infinite Concept, Art.
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Introduccién

La geometria como exploracién, construccion y dominio del espacio permite la representacion de la
realidad mediante un proceso dinamico, donde el espacio es un medio continuo, tridimensional, con
limites indefinidos, donde se desarrollan las actividades de los seres humanos. La comprensién de
este entorno requiere de habilidades asociadas al sentido espacial, al dominio de propiedades
geométricas de figuras y al desarrollo de la percepcion, imaginacion ademas del razonamiento ldgico
y abstracto (Pando, 2009), enfoque integrador que incluye la comunicacion y los significados del arte.
En este contexto es posible asociar conceptos propios de la geometria que son Utiles e importantes
para distintas areas del conocimiento destacando el arte y sus distintas expresiones tales como la
arquitectura, la musica, la pintura y el disefio grafico entre otras, representaciones artisticas que
incorporan en su construccion la geometria, y que en la ensefianza se transforma en un recurso
didactico para el desarrollo de conceptos matematicos de una manera visual e innovadora destinada
a contextualizar contenidos (Vallejo, 2011)

La asociacion de las matematicas con el arte suele focalizarse en la generacion de distintos procesos
compositivos tendientes a ofrecer formas producidas a partir de relaciones, situacion que en el caso
de la arquitectura es posible de observar en edificaciones que incorporan conceptos como la
proporcion aurea que a través de la composicion y la armonia indagan en la perfeccion, o en las
variadas simetrias que se han utilizado para el desarrollo de diversas obras en la Antigua Romay en
el arte isldmico. Es importante destacar que el arte ha influido en el desarrollo de las matematicas,
especificamente durante el renacimiento cuando los artistas a través de la perspectiva buscaron
plasmar en el plano objetos tridimensionales utilizando la geometria proyectiva.

Los vinculos que la geometria mantiene con la cultura artistica en el tiempo ha favorecido la
construccion de los conocimientos geomeétricos, entendiendo que son disciplinas que abordan
tematicas diferentes, el arte centrado en la creatividad, la intuicion, la libertad, la subjetividad y la
emocion, mientras que la ciencia se relaciona con el razonamiento, el orden y la objetividad,
generadora de conocimiento (Vicente, 2003). Sin embargo, para Franco (2006)

... se hapartido de la idea que las creaciones y representaciones artisticas realizadas mediante
el empleo exclusivo de formas geométricas es un medio expresivo inherente al desarrollo
cultural de la humanidad. Aceptando esta idea, se cree en la posibilidad de agrupar las
distintas manifestaciones artisticas que utilizan exclusivamente formas geométricas, con el
fin de diagnosticar las caracteristicas plasticas predominantes de la obra geométrica en el arte
de fin de siglo. (p.13)

Geometria que se materializa como el ambito natural de conexién mediante las proporciones, la
perspectiva, las isometrias, los elementos del plano y las formas geométricas en el disefio de las obras
del artista (Vallejo Lopez, 2011). Fundamentacion tedrica que ha variado en el tiempo, independiente
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de que la base de la geometria plana sigue siendo la obra de Euclides y la negacién al quinto
postulado® ha dado origen a otras geometrias, las no Euclidianas y con ello a otras formas de percibir
y describir el espacio. Basicamente porque manejan diferentes concepciones sobre el espacio que
pretenden representar. Operacién factible de llevar a cabo cuando el observador puede establecer una
analogia entre las relaciones espaciales que se establecen en la situacion observada en un espacio que
opera con reglas propias, como la concepcion espacial del pensamiento y al mismo tiempo de
visualizacion de esa conceptualizacion

Estructuralmente el pensamiento respecto de la vida se asocia a ciclos que se repiten, involucrando
elementos materiales y espirituales que se integran a través de un continuo infinito de
transformaciones que ocurren en el espacio y que tiene una representacion grafica que en el arte se
asocia al concepto de infinito, que matematicamente se explica a través de los conceptos de limite,
serie, proceso recursivos y conjuntos infinitos y acotados (Belmonde y Sierra, 2011), se trata de
relaciones numéricas y geométricas representadas por el namero ocho en posicion horizontal, debido
a que formalmente se relaciona con el concepto de continuidad, ya que no es posible determinar su
inicio y fin y ademas de que todos sus elementos se encuentran conectados. Representacion simbdlica
gue también es factible de encontrar en la simbologia ancestral griega del uréboros, personificado por
un animal con forma de serpiente que se muerde la cola, significado asociado a los ciclos que se
repiten y que generan un nuevo comienzo luego de un término, como la naturaleza, la continuidad de
la existencia, la purificacion y el ciclo eterno de la vida y la muerte.

Interpretacion gréfica del infinito que se asocia a la idea de crecimiento ilimitado o continuidad y que
como expresién matematica se refiere a un nimero que no tiene limites, un infinito con principio,
pero sin fin, que expresa lo cuantitativo. Inserto para Newton en el universo infinito, afirmacion que
surge de la distincion que hace entre espacio absoluto donde pertenece el infinito fisico y el espacio
relativo, lo que admite la construccion de la geometrizacion del espacio, permitiendo que se
transforme en el infinito de la matematica vinculada al tamafio, lugar y extension.

Nuestra vision actual del infinito en la matematica distingue dos acepciones: la primera esta
asociada a la ausencia de limites o de fronteras, a la falta de conclusion o de término de un
proceso que se repite 0 que progresa indefinidamente. Bajo esta significacion, el infinito es,
literalmente, lo que no tiene fin, lo que siempre (infinito temporal) se puede continuar. A este
tipo de infinito lo llamamos infinito potencial, es el Gnico infinito aceptado por Aristdteles y
es el Unico infinito admitido en la ciencia hasta el siglo XIX. [...] (Waldegg, 1996, p. 107)

Una mirada particular, que ha contribuido a la construccion del infinito matemético en diferentes
contextos de la disciplina, considerando en su comprension las cuestiones intuitivas, 1o que se
relaciona con una manera formal de abordar propuestas artisticas, donde la construccién de procesos
iterativos graficos se repite sin un fin aparente. Argumento factible de utilizar para el analisis de la
representacién del infinito en el arte utilizando la geometria Euclidiana e Hiperbdlica como una forma

! Fue el joven matematico ruso Nikolai Lobachevski quien en 1826 finalmente se percaté de que el quinto
postulado no puede deducirse de las otras proposiciones fundamentales de la geometria y se atrevi6 a negar la
"verdad evidente" de ese postulado de Euclides
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de reconocer y comprender a través de la visualizacion y las construcciones geométricas, distintas
concepciones espaciales, regidas por reglas diferentes.

Objetivos y métodos

La investigacion destinada a analizar la relacion geometria y arte desde una visién interdisciplinaria
gue asocid el concepto de infinito en el arte y su representacion, permitiendo el anélisis de los
elementos dibujados, describiendo situaciones bajo un mismo patrén de referencia, aplicados a la
particion del plano y la construccion de teselaciones. Para la representacion geométrica se considero
la particién del plano mediante conceptos como simetrias, rotaciones, reflexiones y homotecias, que
permiten la creacion de figuras que se ensamblan disminuyendo o aumentando de tamafio como
sucesiones recurrentes, prolongando el proceso hasta obtener infinitas figuras de la sucesion,
rellenando una superficie finita con infinitos elementos formales.

Las herramientas utilizadas estan previamente vinculadas con la comprensién de las geometrias
indicadas, introduciendo las nociones basicas de los modelos en analisis, profundizando en algunos
elementos y movimientos geométricos como en su representacion en el plano, a fin de entender y
articular las relaciones entre las distintas geometrias, aportando con una vision diferente y un
reportorio visual que contribuye con referentes que facilitan el conocimiento de las geometrias
Euclidiana e Hiperbdlica.

Considerando lo esperado el estudio de casos resultd ser la estrategia metodologica méas apropiada
para la construccion, analisis y posterior comparacion de la representacion y geometrizacion de las
aplicaciones artisticas. Para el proceso descriptivo se utilizo el software de geometria dinamica
Sketchpad, herramienta técnica que permite la manipulacion de objetos graficos y la automatizacion
de tareas repetitivas de disefio como son los recubrimientos en base a teselas insertas en un circulo
donde el infinito potencial en la geometria Euclidiana se representa en su centro mientras en el modelo
de Poincaré de la geometria Hiperbolica se instala en los bordes.

Discusion de resultados
Los resultados obtenidos fueron consecuencia de los casos analizados y corresponden a:

1.- Construccion de simetrias rotatorias con homotecia que corresponden a una representacion de
simetria ciclica, cuya imagen consta de un centro geométrico y de una circunferencia. Elementos que
dan orden y estructuran promoviendo el pensamiento abstracto, caracteristicas propias de la
matematica y la geometria. En este caso, se observo que el teselado definido disminuye infinitamente
a medida que se acerca al punto centro, representando el infinito 0 aumenta exponencialmente a
medida que se aleja.

2.- Construccion de teselados en el plano hiperbolico utilizando el modelo del disco de Poincaré,
donde las figuras que se acercan al borde del circulo se ven mas lejos, luego de aparente menor
tamafio, lo que corresponde al infinito.
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Fig. 1. Simetria rotatoria con homotecia. Fig. 2. Teselado Cicle | Escher. Fuente: Intervencion
Fuente: Autoras, 2021 autoras, 2021.

En la Geometria Euclidiana el concepto infinito se basa en la construccion de una simetria rotatoria
con homotecia, generada a partir de un deltoide con simetria rotacional en este caso de orden diez y
seis. Para su construccion se requiere construir el deltoide, aplicar la homotecia y finalmente rotar los
elementos hasta completar los 360°, para lo cual se construy6 una circunferencia y desde el centro se
definieron ocho angulos de 45° los que se bisecaron, dibujando en cada uno de ellos dos angulos de
22,5°.

Para construir el deltoide se eligid una de las bisectrices y sobre ella se ubicaron dos puntos vértices
de la figura en una posicion arbitraria. Para definir los vértices faltantes se bisecd uno de los angulos
contiguo y se localizé el tercer vértice, que luego se reflejé con respecto al eje central definiendo el
poligono de cuatro lados.

El segundo paso consistié en homologar el poligono, para lo cual fue necesario definir la razon de
homotecia, para obtenerla se traz6 una paralela a uno de los lados mayores del poligono (m) por el
vertice mas cercano al centro de la circunferencia del poligono, obteniendo el lado mayor (n) del
poligono homologado de menor tamarfio. La razén de homotecia para acercarse al centro fue n/m (y
m/n para alejarse del centro) y el centro de la circunferencia fue en ambos casos el centro de
homotecia, transformacion que dio origen al segundo deltoide de tamafio semejante al anterior y que
formo parte de la serie, proceso que se repitio indefinidamente.

El tercer y Gltimo paso consistié en seleccionar los deltoides definidos en el item anterior y rotarlos
dieciséis veces en un angulo de 22,5° 0 hasta completar los 360°, cuyo centro de rotacion es el mismo
que el centro de la circunferencia. Proceso que se visualiza en las siguientes imégenes:
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Fig. 3. Construccion de Simetria rotatoria con homotecia. Fuente; Elaboracion propia, 2022.

Este tipo de cconstrucciones geométricas son factibles de observar en distintas propuestas artisticas,
siendo probablemente la méas conocida el grabado de la Plaza del Capitolio (Campidoglio) en Roma
propuesto por Miguel Angel, se trata de un espacio publico del tipo plaza definido mediante un dvalo
en el centro de un trapecio delimitado por tres palacios conformando un espacio central de tensién
longitudinal, solucion que Akerman (1997) destaca indicando “una figura estructurante que jerarquiza
el centro donde habria de situarse la estatua, sin contrarrestar; no obstante, el eje longitudinal de la
plaza y de la propia estatua” (149 - 150) valorando la creatividad y fundamentalmente la propuesta,
que adaptandose al lugar releva las intenciones de generar un lugar que integra y relaciona las distintas
edificaciones. 326

Fig. 4 Plaza del capitolio en Roma. Fuente imagen: https://www.hisour.com/wp-
content/uploads/2020/06/Campidoglio-Square-Capitoline-Museums. jpg
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El dibujo geométrico del pavimento actla como una fuerza ordenadora que potencia la relacion del
espacio escultorico con su entorno, reforzando el caracter de eje central en torno al cual se instalan
las edificaciones, destacando la presencia de la figura central. Situacion que dota al lugar de
protagonismo por su forma y dibujo rotacional, estableciendo una comunicacion con el resto del
conjunto mediante fuerzas centrifugas y centripetas que entrega la composicion.

También es posible encontrar este tipo de construccion geométrica en obras artisticas relacionadas
con mosaicos y teselaciones, para lo cual se profundizo6 en algunas nociones y conceptos tedricos que
permitieron comprender el proceso de elaboracién de recubrimientos planos, generados por la
construccion de simetrias rotatorias con dilatacién sobre un circulo de radio ilimitado y su aplicacion
en el arte.

La base tedrica a la que se recurrié fueron las transformaciones geométricas en el plano, cuyo
significado en matematicas es “correspondencia entre elementos de dos conjuntos”. Para Clemmens,
O’Daffer y Cooney (1998) y Lehmann (1989) la palabra transformacion significa el cambio de un
objeto (relacion, expresion o figura) el cual estéd sujeto a una ley que rige dicho cambio, luego para
realizar una transformacion es necesario un objeto y una regla u operacion que indique o describa
como debe cambiar el objeto. A la figura resultante se le denomina homdloga.

Segun la forma que asuma el objeto homologado la transformacion es una isometria 0 movimiento
rigido si la forma inicial y final son congruentes o iguales, es una transformacién isomorfa si la forma
inicial y final son semejantes y es una transformacion anamorfica si la forma final es distinta a la
inicial (Rodriguez, 2010). De acuerdo con esta definicion el estudio se basé en la transformacién
isomorfa, que construye formas semejantes mediante la transformacion homotecia, donde
intuitivamente dos poligonos presentan la misma forma, pero no el mismo tamafio.

Para la construccién de una simetria rotatoria con dilatacion es necesario definir una tesela de encaje
perfecto sobre la cual se aplica respecto del centro la transformacién homotecia indefinidamente
rotandola con un angulo previamente definido que corresponde a un orden determinado que permita
cubrir 360°. La secuencia de imagenes muestra la construccion de una figura o fragmento inscrito en
un deltoide de orden doce, que da origen a una simetria rotacional con dilatacion, que ensefia una
representacién gréafica particular, organizada concéntricamente con simetria ciclica, y que cuenta con
un centro geométrico que corresponde al centro del dibujo que otorga orden y estructura,
caracteristicas propias de la matematica y de la geometria.

Fig. 5 Simetria rotatoria con dilatacidn. Fuente: Elaboracion propia a partir de dibujo de C.Oto. 2022
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Maurits Escher (1898-1972) fue un artista holandés que destacO por su produccion en el “arte
matematico”, su trabajo hace referencia al recubrimiento completo de una superficie con un patrén
de figuras sin dejar espacios y eliminando la sobre posicién entre ellas. Representaciones en las que
es posible observar la incorporacién del concepto infinito, como se ensefia a continuacion.

En la secuencia de imagenes se observd la construccion de una tesela de orden cuatro creada por
Escher, cuyo disefio basado en peces que se entrelazan en distintos sentidos generan un ensamble de
piezas con simetrias y asimetrias, que dan origen a un patron que se estructura mediante dos ejes que
se cortan en 90° y que constituyen el centro y el angulo de giro de las simetrias ciclicas, de radio
menor al acercarse al centro y de radio mayor al alejarse de él, evidenciando el modo como la técnica
crea la ilusion del concepto infinito a través de la disminucion o crecimiento de la tesela.

Fig. 6. Geometria aplicada en mosaico de M. C. Escher Circular Fish. Fuente: https://www.wikiart.org/es/m-
c-escher desarrollado e intervenido por los autores, 2022 378

Fig. 7. Path of Life | y Path of Life Il de M.C. Escher. Fuente: https://www.wikiart.org/es/m-c-escher/all-
works#!#filterName:all-paintings-chronologically,result Type:masonry


https://www.wikiart.org/es/m-c-escher
https://www.wikiart.org/es/m-c-escher

En las obras Path of Life | de orden ocho con giros en 45° y Path of Life Il de orden cuatro con giros
en 90° Escher desarroll6 el mismo principio con distintos érdenes y teselaciones, dejando de
manifiesto la blsqueda y proceso creativo del autor.

Para Gombrich (1979) “en el proceso de producci6n del arte, es preciso considerar la presencia de un
espacio propio del lenguaje como técnica para crear ilusion, que resulta expresivo en la libertad del
artista y del contemplador” (p. 314).

El segundo caso analizado esta referido a la construccion de teselados en otras curvaturas o
geometrias no Euclidiana que corresponde a la geometria hiperbolica que utiliza el disco de Poincaré
y su representacion del infinito en el plano, cuya peculiaridad es que a medida que las figuras se
acercan al borde del circulo las formas reducen su tamafio, aparentando estar mas lejos, visualmente
tendiendo al infinito.

El proceso de andlisis considerd que la geometria hiperbdlica se caracteriza por no cumplir el quinto
postulado de Euclides, y solo utilizar los primeros cuatro postulados (Delgado Vasquez, 2004),
postura que abre una nueva concepcion espacial al sustituir el quinto postulado indicando que por
punto exterior a una recta pasan infinitas rectas paralelas, y con ello una nueva representacion
geométrica en el plano. En este caso es el disco de Poincaré el utilizado como modelo de traduccién
de la geometria hiperbélica (H?) y su relacién con el plano Euclidiano (R?) y junto con ello la
comprensién y transformacién de los distintos elementos en ambas geometrias.

Para el andlisis se requirié de un acercamiento al modelo, siendo necesario precisar que el plano se
representa por los puntos interiores del disco de Poincaré y las rectas del plano son arcos de
circunferencia ortogonales al borde y a los didmetros de este. En este contexto y utilizando las
herramientas de dibujo se materializaron las construcciones geométricas necesarias para resolver
ciertos problemas o visualizar situaciones abstractas, la obra analizada fue Cicle | de Escher.

En la imagen se observé como a través de dos puntos A 'y B al interior del disco de Poincaré se traza
una recta que en la geometria hiperbdlica es un arco de circunferencia. Construccion realizada que se
baso en tres pasos que consistieron en: definir los inversos? de los puntos Ay B, obteniendo A’ y B,
posteriormente a través de una relacion cruzada se construyeron dos segmentos uniendo el punto A
con B’ (inverso de B) y el punto B con A’, para finalmente mediante la construccion de la mediatriz
de cada segmento se determind el centro de la circunferencia C cuyo radio CA o CB define el arco
de circunferencia buscado que posteriormente se aplicé a la obra en estudio.

2 La inversion es una transformacion geométrica en que a un punto A del plano le corresponde otro punto A’
del mismo plano, de tal forma que ambos puntos estén alineados con un punto fijo O denominado centro de
inversion y que el producto de sus distancias OA x OA’ tenga un valor constante K, denominado potencia de
la inversion
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Fig. 8. Recta en la geometria hiperbélica y su aplicacion en obra de M.C. Escher Cicle I. Fuente:
https://www.wikiart.org/es/m-c-escher/circle-limit-i intervenida por las autoras, 2022

En la obra ademaés se observé que el proceso se repite si se gira el arco de circunferencia de centro C
en un angulo de 60° con respecto al centro O, definiendo asi el perimetro del teselado de mayor
tamafio en el centro del disco, siendo los vértices que definen la forma los puntos de interseccién de
las circunferencias de centro C mas cercanos al centro O. Tesela central basada en simetrias
geomeétricas que definen un patron repetitivo apoyado en triangulos que se rotan en 60° para obtener
el recubrimiento central.

Fig. 9. Obra de M.C. Escher Cicle I. Fuente: https://www.wikiart.org/es/m-c-escher/circle-limit-i intervenida
por las autoras, 2022

Otro de los aspectos analizado fue la ortogonalidad de los arcos de circunferencias con respecto al
disco limite de centro O en un angulo de 90°. Obteniendo en la construccién geométrica que los arcos
que definen recta en la geometria hiperbdlica si lo son. Luego como el caso de estudio presenta una
simetria rotacional de nivel seis la nueva circunferencia ortogonal al disco limite, de radio menor se
repite doce veces en torno al centro O, que se obtendra mediante un giro en 30° para completar la
obra.
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Fig. 10. Obra de M.C. Escher Cicle I. Fuente: https://www.wikiart.org/es/m-c-escher/circle-limit-i intervenida
por las autoras.2022

Proceso que se repite para la construccion de circunferencias de radios menores gque se acercan al
borde del disco limite. Importante sefialar que en este trabajo solo se revisaron nociones basicas para
la comprension de la geometria hiperbélica, profundizando graficamente en la construccion de rectas,
estableciendo a través del dibujo geométrico la ortogonalidad con el disco de Poincaré, sin embargo,
gueda abierta la posibilidad de seguir explorando en la construccion de este modelo.

Por otra parte, el acercamiento al concepto infinito potencial aplicado en el arte de las teselaciones a
través de distintas concepciones geométricas ensefia visiones diferentes del espacio y su
representacién, que nacen de como se concibe el quinto postulado, donde cada geometria se convierte
en el estudio de las transformaciones que las caracteriza.

Conclusiones

Para concluir el trabajo y como reflexion final sobre el aporte de lo analizado indicar que profundizar
en las geometrias Euclidiana e Hiperbdlica permite ampliar la concepcién de los elementos
geomeétricos, lo que genera una visualizacion diferente del espacio, con caracteristicas propias, pero
tan valida una como la otra.

El uso de la geometria como herramienta para comprender reglas y operaciones matematicas a fin de
explorar distintos contextos geométricos y como la técnica precede a la obra del artista y hace visible
todo aquello observable. En los casos revisados el artista al expresarse manifiesta un saber a través
de un lenguaje estructurado, donde la gramatica grafica se basa en principios y técnicas que aporta la
geometria, teoria y normas de dibujo.

El estudio evidencié que la geometria Euclidiana e Hiperbdlica a través de poligonos regulares,
interpretan el concepto infinito en el arte, donde cada geometria corresponde al estudio de
propiedades que no cambian o preservan sus invariantes al aplicar un tipo de transformaciones,
articulando mediante nociones basicas la correlacion entre ellas (Arguello, 2017).

Metodoldgicamente es posible concluir que las herramientas que se usan para el analisis de las formas
geométricas requieren de innumerables y precisas construcciones gréaficas, por lo que muchas veces
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se desestiman antes de evaluar, la posibilidad de trabajar con programas de geometria dindmica es
una condicidn necesaria para la exploracidn de las formas y su construccion.
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